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高次のLagrange的摂動論による宇宙の大規模構造形成
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  The structure formation in the Universe has been known as one of the most important problem 
in modern cosmology. The formation causes its self-gravitating instability and cosmic expansion. 
Therefore when we analyze the  structure obtained by the observations, we would know the evolution 
of the  Universe. We have derived  fifth-order perturbative equations in Lagrangian perturbation the-
ory  for a cosmological dust fluid. These equations are derived under the supposition of  Newtonian 
cosmology in the  Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker Universe model. The application of the 
fifth-order perturbation leads to a precise prediction of the large-scale structure.
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　星が集まって星団,銀 河を形作 り,銀河は銀河群,銀







光を発 しない物質,約73%が ダー クエネルギー と呼ば
れる宇富の加速膨張を引き起 こす成分 とされている121.
宇宙の大規模構造は,宇 宙開闘から約38万年後に起き
た宇宙の腫れ ヒが りの際,輻 射 と分離 したバ リオ ンが,
ダー クマターの密度ゆらぎに引きず られ,重 力不安定
によ り成長 して形成された と考えられている.こ のシ
ナ リオに基づ く理論的予言は,物 質分布を質点で代表
させる宇宙論的N体 シミュレーションと,一 様分布か
らのずれの進化を取 り扱 う摂動論が広 く用い られてき
た.強 い非線形段階の進化 は宇樹論的N体 シ ミュレー
ションを用いる必要があるが,近 年はその初期条件を
与える際の摂動の妥 当性につ いて議論 されている.ま
・総合情報基盤センター
た,今 後は遠方の大規模構造を探 る観測 計画が検討さ
れている.遠 方の構造 とはすなわち過去の構造であ り,
非線形牲 が現在ほど強 くない.こ のため,摂 動論の有





し,各点 での物理量を議論 し,後 者は流体素片に着 目
し,この素片に付随する物理量を議論する.一 様分布か
らのずれである密度ゆ らぎを議論する際,Euler的な立
場だ と密 度ゆ らぎそのものを摂動 として扱い,密 度揺
らぎの時間発展方程式を直接取 り扱 う事 にな り明解で
あるが,密 度ゆ らぎが1に 近づ くと精度が落 ちて しま
う.一 方,Lagra"ge的な立場では一様分布か らの変位
を摂動 として取 り扱い,摂 動は線形段階でも準非線形






導出 した 五次摂動方程式 とその解を示 し,応 用例につ
いて考察 する.







ような大スケールや,大 質量ブラ ックホールが存在 す







ここで現れた物 理量 ρ,P,u,g、Φ はそれぞれ,質 量密
度,圧 力,速 度,重 力加速度}重 力ポテンシャルを表
す.Gは 重力定数である,
宇宙膨張は座標変換に依って与える.宇宙膨張に乗っ














これ らの書 き換 え によ り,ま ず連 続 の 方程 式 は以下 の
様 に書 き換 え られ る.
∂δ1
厩+評 ・{v(]+δ)}一゜・(9)
Poisson方程式 は以下の様 に変更を受 ける.
▽茎φ一4πG繭 φ≡Φ一:π(濯 傷 ・(1・)
Euler方程式は以下の様に説き換え られ る,
∂v1血11
翫+三(V'▽)v--1-一 一vn.=一 万 ▽ φ 一 而 ▽f'・(II]
以 上の(9},(10)a(11)の三 つ が,共 動座 標 系で の基 礎 方
程式 で あ る,
z.2Lagrange的記述による発展方程式
ZePdovich[51によって提案されたLagrange的摂動論





似の次数 において より非線形性の高い領域 まで精度良
く近似を行うこ とができるIl4Hlbl.
以下}基 礎方程式をLagrange的記述に置 き換えてい
く.ま ず,時 問微分をLagrange微分に置 き換 える.
d ∂ ユ







以下,流 体 は圧 力を無視 出来 るダス トとみ な して,P=
uとす る.Eu工er方程 式のdiv,rotを取 り,連 続の方程式
(13)を用 い る と以 下の 様 に書 き換 え られ る.Lagrange
近 似 に お いて,Lagrange摂動8(オ.q)は以 下 の 様 に与
える.
x=q十8(f.,q).


















罵 ・@三 う 一 一蜘 一11}・(19)
W・(S+21う 一 ・・ 〔2・}
Euler座標による空間微分を,Lagrange座標による空
間微分で書 き換える時には注意が必要である.通 常の
方法1]3]では,Euler1標とLagra皿ge座標の空 間微 分 の
書 き換 え}dacabianのLagrange一動 によ る展 開 を,摂
動 の次数 と同 じ必要 な次数 まで行 う",?
? ∂ ∂
死 綿I」砺












RampfandBuchert【凋 で1よtLagra皿ge座標 の空 間微 分
をEuler座標 とLagran9巳座標 の 変換 に よるJacobian行









この方法 を 用い る とrEuler方程 式のdig・の右 辺 に(17)
か ら現れ る1ノ」が相 殺 され る.こ の結 果,摂 動方 程式
のsourcetermには摂動 の三 重積 まで しか現れ な くな り,
式 が少 し単 純 にな る.







が閉じた宇宙,Ω 〈1が 開いた字宙 と対応する.解 く





一[{1+s・ ∂δ・」一 鞠+黒 ノ1(27)





CS.:は 言却 を行 列 とみな した ときの余 因7行 列 で あ る.
たは空 間 曲率 で 一1,Q,1のい ず れ かで あ る,特 に(30)
につ い ては
q≡ ε融(鴫 一8り5ω,(30)
*ここで は,同 じ添宇 が現 れ た 場 合に は無 条 件 に 添字 の 総 和 を取
る 「Ei暇じillの縮 約 」を用 い てい る.Σ 記 号が 大量 に現 れ るの で,以
後 は断 わ りな くEln呂画nの 縮 約 を用 い る
†添 字の カ ンマ はLa呂rall四座標 の 成 分に 依 る偏微 曾を表 す.た と
え ば5垣 は.sz在 殉 で微 分 す る とい う意 味で あ る.
3
なる量を定義すると,
Q=占 り{ヤ ・ X31)
と表す事 が出来 る.
我 々の方法 とRampfandBu。hertの方法では,三 次











右 辺 第 一 項 がlongitudinalmode,第二 項 が 柱an呂ver呂e
mod。で あ る.longitudinalmfldcはrotationfree,trans-
versemodeはdivergencefreeであ る.前 者 は ス カ ラ ー
関 数 のdivergenceで記 述 出 来 る.






















4とな り,κ 巴Dの 場・合 に は
917こxオo,古一1/3,(39)
とな る,つ ま り成 長解 が 存 在 しな い.そ こで 一次 の摂
動 ではlongitudinalmodeのみ が存 在す る として,高 次








右 辺 第 …項 がbngitudina1皿od邑,第二 項 がtransverse
madeであ る.






μ1姻 ≡1(ψ∫繍 一鰐 〕岬),
(n)_(η 、司μ
2=: μ2


















仕ansv■rscmodcにつ い て は(30)か ら
9皇丁=0,(49)
とな り,一 次の 場 合 と同 じ形 の 式 にな る.つ ま り二次
のtransversemadeは非 斉次 解 がな く一次 の場 合 と解 が
一致 し,成 長解 が存 在 しない,
3.3三 次の 摂動 解
三次の摂 動 解につ いて は,longitudinalmodeとtraps-
vergemodeでモー ド分 解 の仕 方が 異 な る{91-[111.
・}呂〕 一 佛調 謬 岬1(q)+9、、〔η)ψ望り(q)
+9,7(η)く{3)(q),(50)
これ は.三 次の10皿gitudinalmadeのsourcetermに、(一
次)x(二 次)の 項 と,〔一・次)の 三乗 の 項が 現 れ るか
らであ る.





















transversemvdeにつ い ては1sour。eEermが残 る.本
来 は時 間 に関す る 一階 の微 分 方程 式 であ るが,source
termの微 分を 消去 す る ため に 一二階 微 分方 程式 の 形で記
述 して い る.
3り9
3T=一 α9P








四次 の 摂動 解 に つ いて はsourcetermの分類 を考 え,
Iangitudinalmadeとtransversemadeでモ ー ド分 解が複
雑 にな る,
s;〕 一 Σ 卿 ノ)ψ!'Ω)(q}凸
+Σ9・ 蜘)く!4β)(q)(6・}
β
α,β は ロ ー マ 字 に 関 し て 和 を 取 る,
10ngltudimalmod巳に 関 し て は,RampfandBuchea-tの
方 法 で は5種 類 のsourcetermが現 れ る の で,そ れ ぞ れ




















































三重 積 が現 れ る様 に 見え るが.X31〕の書 き換 え を行 っ
て 確か め る と,(一次)×(三 次)のsourcetermしか
現れ な い.よ って,3種 類 のsourcetermが現 れ るので,

































四次 の摂 動解を用 いる事で,例 えば密度揺 らぎの
biヨpectrumに対する1-100p正の計算が出来る様にな
る田ユ.ところが,偶 数次で摂動を打 ち切る と,密 度ゆ
らぎが負の領域であるボイ ドの成長を うまく記述出来
ない.長 時間の計算を進めると,負 の密度ゆ らぎの成
長が止ま り,反 転 して密度ゆ らぎが正になって しまう
事が知 られている,ま た}後 述するが密度揺らぎのパ
5
ワースペ クトルに対する補正は,三 次の摂動を用いる
と2-bop補正が行えるが}さ らに補正 を行 うには四次












方 法で は15種 類 のsourcetermが現 れ る ので,そ れ ぞ

































































































































・伽 ・加,ψ撃鳩 翻 総の,1112)
一 ・伽 ・加 ψ留 鰐 ゐψ!葛1'},(ll3)
=・ ・画,,瑠 鰐 荒く[3j,i),(114)



















































































一 ε眺 媒 鷺 漕,(145)
一 鰍 小:,∫鳶戸,(146)
一 ・氏ゴ・ψ脳 〔圭野)・ 〔147)
一 鰍 ψ9く£11㌧{148}
一 鰍 瑠 く,llf).(149)
一 鰍 娯)ψ 即,(150)













transversemodeに関 しては,sourceterraに摂 動 の 二
重項 だ けが現 れ る.可 能 な組 舎せ は11種 類 で あ る.そ















5二 　 α91 1
=α 伽92← L+2gl),


















































ルギーおよびダー クマターが占めてい る.宇 宙 の晴れ
上が りまではバ リオ ンは光子と密接な相 互作用をなす
ため,バ リオンの密度ゆらぎは輻射によってならされ,
成長す る事が出来なかった,宇 宙 の晴れ上が り時に 自
由電子が原子核に捕獲され}光 子がTllo価on散乱を受






1110{〕oほどの大きさの時に,晴 れ上が りが起 きた、
宇宙の晴れ上が り時に既に成長 しているダー クマター
の密度ゆらぎに引 きずられる事で,バ リオンの密度ゆ
らぎも線形摂動の成長率以 上に,急 速に成長す る.線
形槙動では密度ゆ らぎは宇宙のスケールファクター と
同程度の成長 しか 出来ずr宇 宙の晴れ ヒが り時 と現在
を比較するとスケールファクターは10呂ほど違 うだけ
であるので,103倍しか密度ゆ らぎが成長 しない.一
方で宇宙の晴れ トが り時における輻射の揺 らぎを表す
宇宙背景輻射の温度揺 らぎは,1r5程 度である.宇 宙
の腫れ上が り時のバ リオンの密度ゆらぎは同程度であ
るので,そ のまま線形成長 したのでは現在観測 される
様な銀河,銀 河団等は形成されない.ダ ー クマ ター の
揺 らぎがそれよ り2桁 程度は大 きかったため,現 在観
測される様な構造が形成されたと考えられる,
ところで,バ リオンは宇宙の晴れ上が りまでは輻射




動の痕跡が ーL出された圃 脚j,今後よ り広範囲の観測を
行 う事で}BAOに関す るより詳細な観測結果が得 られ
る と期待される.BAOの ピー クの位置,高 さを解析す











あるrealspaceの分布 のみな らず,地 球 との相対速度
(後退速度)に 基づいて座檬空間 に置き換えたredshift
spaceの分布も容易に得 られる とい う点がある.{5)で
示 した様 に,物 質の速度は字宙膨張に よって動 く第一・
項 と,固 有運動の第二項の和で表される,観 測の場 合
にはこの両者の分布ができず,和 の形で得 られ る.こ
z
のため得 られた速度から座標に置き換える と,固 有運
動の影響 で実際の位置 とずれが生 じる.そ こで,観 測
と理論か らの予言を比較する際には,realspaceではな
くred曲蹟spaceにおける比較が重要になる.
Regumma皇ion由巳 ryを適用する際,初 期密度 ゆらぎ
がガウス分布に従 うか どうかで計算量が大 きく異なる.
現在の観測では,ガ ウス分布を含む範囲の制限がかか
ってお り,ガ ウス分布を仮定 して も支障はないもの と




必要 となる,ま たs密 度揺らぎのバイスペ ク トラムに
関 しては,四 次までの摂動解を用いて1400p補正の計
算がな されている.
パワースペ ク トルは観測結果を表す統計最 として重
要なものの一つである.さ らなる精度向 ヒのために3-
laap補正を行 う事が考え られるが,3-log補正は四次
までの摂動解では行 う事が出来ず,五 次 の摂動解を必
要 とす る.我 々の結果を用いる事で,パ ワースペ ク ト
ルに対す る3-loopの計算を行 う事が出来,パ ワースペ
ク トルにおけるBAOの効果の理論的予言がより精密に
出来 る様 になる.計Jに 関 しては,一 般 の次数の摂動
解を用いた場合のResummatiantheoryの式が導出され





ンが用い られてきた.物 質分布をN個 の質点 で代kさ
せ}質 点問の相互作用はNewton重力で及ぼされ,か つ
宇宙膨張 による引 き離 しの効果を考慮 したシミュレー
ションである.
宇宙の晴れ上が り時の密度ゆ らぎは非常に小 さいの
で,宇宙の腫れ上が り時を宇宙論的N体 シミュレーショ
ンの初期条件 として 与える と数値計算上 の誤差が非常
に大きくなる.そ こでまず,準 非線形段階までLagrange
的線形摂動論で時 間発展を行 う.準 非線形段階の密度





設定す ると,線 形摂動論で初期条件を設定 した場合に
対し,強 い非線形段階の構造が統計的に異な る事が示
された,貝 体的には,宇 宙の腫れ上が り時の密 度ゆ ら
A Prob(6)  ace  d ,  065)









　　 η 一 瓢 ミ2-・げ)・　 　 (16呂〕
強い非線形段階では,こ れ よりも大きな値となる.
　強い非線形段階において,初 期条件をLagrange的摂
動論の線形摂動 と二次の摂動 を 与えた場 合において,
skewne$5,　kurtosi　5に10%以上のずれが 見られた.さ
らにTat紘awa　and　Mi烈no[241により,　L廿暮range的狽動
論の三次の摂動 まで考慮 した場合のシミュレー ション
がなされている,こ の場合には,密 度揺らぎの非ガウ

























代に三次の摂動解 までが発表 されていたが,そ こか ら
先の解は公にはされていなかった.我 々はまず四次の
摂動解を導 出し,そ の後五次の摂動解を導出 した.五
次まで精 度を上げる事により,密 度揺 らぎのパワース
ペク トルに対 して3-100pの補正を行 う事が出来,極 め
て精度の高い予言 を解析的に行 う事が出来 る様になっ
た.我 々が導出 した摂動解は,近 未来の観測論的宇宙
論において大いに活 用される事が期待出来 る.
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